LEICHTE UND KLARE ANALYSIS, DIE ZU
HOCHST ABSTRUSEN REIHEN FUHRT, MIT
WELCHEN NICHT NUR DIE WURZELN
ALLER ALGEBRAISCHEN GLEICHUNGEN
SONDERN AUCH JEDWEDE POTENZEN
DERER AUSGEDRUCKT WERDEN KONNEN"

Leonhard Euler

PROBLEM

§1 Nach Vorlage einer aus drei Termen bestehenden algebraischen Gleichung, welche
sich immer in dieser Form darstellen lisst

[ _A LB
B

die Reihe zu finden, welche den Wert von x" ausdriickt.

LOSUNG

Diese Gleichung kann durch Setzen von x = A Z immer in diese einfachere
Form gebracht werden
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Petropolitanae, Band 4 (1776, geschrieben 1790): pp. 55 — 73, Nachdruck in: Opera Omnia:
Serie 1, Band 7, pp. 384 — 404, Enestrom Nummer E631, {ibersetzt von: Alexander Aycock
fiir den “Euler-Kreis Mainz".
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woher durch Setzen B = AgC

_1.c
~ 75 7P

sein wird, welche mit Z" multipliziert
7t =7""yCcz" P
liefert; daher muss also der Wert der Potenz Z" gesucht werden, weil ja daher
X" = AxZ"

sein wird. Es ist aber offenkundig, dass der Wert von Z" mit einer Reihe
ausgedriickt werden muss, in welche der Exponent n eingeht, welche sich also
als Funktion von n betrachten lassen wird, und weil diese Reihe aus unendlich
vielen Termen besteht, wollen wir sie so darstellen

Zh=fOnt fnd " ind " on4 o0+ ete,

welche Form also so beschaffen sein muss, dass, nachdem n = 0 gesetzt
worden ist, Z" = 1 ist; daher ist es klar, dass f0 : n = 1 festgelegt werden
muss, die {ibrigen Terme hingegen aber den Faktor n haben miissen, dass sie
fiir n = 0 verschwinden und Z° = 1 hervorgeht.

§2 Wenn wir nach Festlegen dieser Reihe n — a anstelle von n schreiben,
werden wir

2"t =)+ (n—a) + f (=) ++f" (n— ) tete

haben und in gleicher Weise wird

2P =0 (n=B)+ f (= B)+f" i (n—=B)++f" i (n— ) +etc

sein, wo man wiederum bemerke, dass f*: (n —a) =1und f°: (n —B) =1
sein muss. Weil nun unsere Gleichung Z" — Z"~* = CZ"~F ist, wollen wir



anstelle der Potenzen von Z die angenommenen Reihen schreiben, und dies
auf die folgende Weise

+2Z"  =+4+f%mn +f'in +f"n + f":n + et.
—7"* = —f% (n—a) —f:(n—a) —f":(n—a) —f":(n—a) - etc
=CZ"P=+Cf0-n-B)+Cf :(n—B) +Cf":(n—B) + Cf":(n—B) + etc.

Nun werden diese unbestimmten Funktionen so bestimmt werden, dass wird:

L f tn—f :(n—a)=Cf:(n—p)=C

L f"em— f"(n—a) =Cff :(n-p),

WL f7:n— f7:(n—a) = Cf": (n—p),

V. f7in = f7 (n—a) = Cf": (n—p)
etc.

§3 Mithilfe dieser Gleichung muss also zuerst die Natur der Funktion f : n
gesucht werden, dass sie der ersten Gleichung Geniige leistet; nachdem diese
gefunden worden ist, wird die Funktion f" : (n — ) bekannt werden und aus
ihr muss gemif der zweiten Gleichung die Beschaffenheit der Funktion f” : n
ermittelt werden, woher die Funktion f” : (n — B) bekannt werden wird und
daher wird weiter auf die gleiche Weise aus der dritten Gleichung die Gestalt
der Funktion f’ : n abgeleitet werden und so weiter, bis schliellich das Gesetz
klar wird, nach welchem diese einzelnen Funktionen weiter fortschreiten;
daher ist es offenkundig, dass die Auflosung all dieser Gleichungen auf diese
Frage zurtickgefiihrt wird, nach welcher nach Vorlage einer Funktion von n
eine andere Funktion gesucht wird, wie beispielsweise ¢, dass

p:n—¢@:(n—a)=N

wird, fiir welches Ziel wir die folgenden Lemmata entwickeln wollen.

LEMMA 1

§4 Wenn



p:n=An

war, wird
p:(n—a)=An—«)
und daher

p:n—¢:(n—a)=~Ax

sein; daher wird man umgekehrt, wenn Ax = k gesetzt wird, dass ¢ : n — ¢ :
(n — a) = k werden muss,

p:n= fon

%
finden. Daher, weil aus der ersten Gleichung f' : n — f' : (n —a) = C sein
muss, ist es notwendig, dass f' : n = % sein muss, woher fiir die zweite

Gleichung

werden wird.

LEMMA 2

§5 Wenn

p:n=~An(n+a—0)

war, wird
p:(n—a)=An—a)(n—0o)
sein, woher man
1
p:n—¢:(n—a)=2Ax <n—2z1)

berechnet. Wenn also ¢ : n — ¢ : (n — a) = k(n — A) hervorgehen muss, wird
wegen A = % und v = 2A



kn
q).n—ﬁ(n—kuc—%\)

sein. Daher, weil die zweite Gleichung nun

frin— i (n-a) =Cf (1) = " (n—p)
ist, wird wegen k = €€ und A = B
fin= %n(n—ka—Zﬁ)
sein, woher fiir die dritte Gleichung
CcC
F' =)= 5 (n—B)(n+a—3p)
werden wird.
LEMMA 3
§6 Wenn
p:n=AMn+a—0v)(n+2x—0)
war, wird

p:(n—a)=An—a)(n—v)(n+a—0)

sein; daher wird also

p:n—¢@:(n—a)=3MAx(n+a—0) <n—;v>,
woher umgekehrt nach Setzen von 3Ax = k und %v = A, dass k(n + «a +

3A)(n — A) hervorgeht,

go:n:?;(n+oc—3)\)(n+2uc—3)\)

genommen werden muss. Weil nun fiir unsere dritte Gleichung

3

f"in—f" 1 (n—a) :zca—a(n—ﬁ)(n%—a—B»ﬁ)



werden muss, wird nach entsprechender Anpassung k = £ und A =
werden und daher folgert man, dass

3

" in = s?n(n+a—3ﬁ)(1’l+2“_3,5>

sein wird, woher wir fiir die folgende Gleichung

3
f7 (1= B) = 5 (n = B)(n+ &~ 4B)(n + 2a — 46)

haben werden.

LEMMA 4

§7 Wenn

p:n=~AMn+a—v)(n+20—0v)(n+3a—0)

war, wird

p:(n—a)=An—a)(n—v)(n+a—2v)(n+2a—0)

und daher
p:n—¢:(n—a)=4Aa(n+a—v)(n+2a—0) (n—iv)
sein. Wenn also ¢ :n—¢: (n—a) =k(n—A)(n+a —41)(n + 20 — 4)) sein

muss, muss A = ﬁ und v = 4)A genommen werden und daher wird

go:n:Z(ﬂ—i—a—4)\)(11—1—20(—4)\)(114—3&—4)\)

werden. Daher, weil unsere vierte Gleichung
C4
P f (1 ) = (1= B) (1 -+ & — 4) (1 -+ 20— 4B)
ist, wird nach entsprechender Anwendung k = % und A = § werden und

daher schliefst man, dass

" in = Zi;n(njta—élﬁ)(n—l—m —4B)(n +3a —4B)



sein wird, woher wir fiir die fiinfte Gleichung

4
£ (0= B) = ey (n— B)(n+a—56) (n -+ 20— 56) (n + 3a — 5p)

erhalten werden.

LEMMA 5

§8 Wenn

p:n=Ann+a—v)(n+2x—v)(n+3a—0)(n+4a —0)

war, wird

p:(n—a)=An—wa)(n—v)(n+a—0v)(n+2a—0v)(n+3a—0)
und daher

p:n—¢@:(n—a)=5Aa(n+a—v)(n+2a—v)(n+3a—0) (n—év)

sein. Daher, wenn

p:n—@:(n—a)=k(n—A)(n+a—5A)(n+2a —51)(n+3a —5A)

sein muss, muss A = % und 5\ = v genommen werden; dann wird aber

k
p:n= 5—lxn(n—|—zx—5/\)(11—}—20&—5A)(n+3a—5A)(n+4oc—5)L)

sein. Weil sich aber die fiinfte Gleichung so verhalt

F = s (n— ) = 2224(71—,B)(n+uc—5/3)(71+20é—5,3)(n+306—5/3),
5

: C
muss hier k = I und A =  genommen werden, woher man



£ = (-t = 5) (n 4+ 20— 5B) (1 + 30— 5B)(n + 4a — 5p)

folgert. Daher ldsst sich ohne weitere Rechnung schlussfolgern, dass

in = 72%1671(71-1—&—6,8)(n+20c—6[3)(n-|-3(x—6ﬁ)

X (n+4a —6B)(n + 50 — 68)

und
I = c’ nn+a—78)(n+2a—78)(n+3a—"7p)
) 504007
x(n+4a —7B)(n+5x —7B)(n+6a —7p)
sein wird.

FINALE SCHLUSSFOLGERUNG

§9 Wenn durch Sammeln von diesen die vorgelegte Gleichung 1 = % + %
war, dann resultiert fiir jedwede Potenz von Z die folgende Reihe

C cc C3
n
Z"=1+—n+_—nn+a—28)+ ——>n(n+a—3p)(n+2x—3p)

+2ii4n(n +a—4B)(n+2a —4B)(n + 3u — 4p)

5

+ 120a°

n(n+a —5p)(n+2a —5B)(n+3a —58)(n + 4a — 5p8) + etc.

SCHOLION

§10 Diese Reihe, die wir gefunden haben, ist umso bemerkenswerter, weil
kein anderer Weg offen steht sie ausfindig zu machen. Ja, unsere Analysis
ist sogar von solcher Beschaffenheit, dass die Giiltigkeit der Losung nicht
nicht auf alle ganzen Exponenten 7, sondern auch auf alle gebrochenen und
sogar negativen Werte ausgedehnt wird. Aufserdem kann aber aus unserer



allgemeinen Reihe auch der hyperbolische Logarithmus von Z ausgedriickt
werden. Weil ndmlich im Fall n = 0 immer

VA

=logZ
ist, wird in unserem Fall
C CcC C3
logZ = =+ >3 (& —26) + 5 (a — 3) (2 — 3p)

C4
g (@ — 4B) (20 — 4B) (30 — 4p)
5
12045

sein. Daher, wenn diese ganze Reihe mit dem Buchstaben A bezeichnet wird,
dass log Z = A ist, wird Z = e® sein und daher

+———(a—5B)(2a — 5B8)(3a — 58) (4a — 5B) + etc.

Fn — enA,

welche GrofSe also der oben fiir Z" gefundenen Reihe gleich sein wird. Aber
dieser Ausdruck ¢"® liefert in eine Reihe entwickelt

1 1 1 1
no__ 1 2 13,3 474 575
Z —1—|—nA+2nnA +6nA +24nA —1—12071A + etc.,

welche Reihe der oben gefundenen Reihe notwendig gleich sein wird, was
auch bestatigt werden wird, wahrend zumindest die ersten Terme entwickelt
werden. Wihrend namlich

C CC C3
A= o ( —2B) + (zx —3B)(2a — 3B) + etc.
ist, wird
ar=Cy C—a( —2B) + etc.
T a2 a8
3
A’ = C—3 -+ etc.
«

sein, woher wir



3
n(a —3pB)(2a — 3B) + etc.

C cC
n __ — —
Z" =1+ n+2(mn(zx 2B) + "
C c?
+ o + 53Mn n(a —2B) + etc.
C3
+6—n + etc
oder
4 _1—|—En+%n(n+zx—2,3)

3

+C (n(a — 3B) (2 — 38) + nn(n + 3a — 68)) + etc
ableiten, was mit der oben fiir Z" gefundenen Reihe vorziiglich iibereinstimmt

63

ALLGEMEINES THEOREM

§11 Wenn also die eingangs erwihnte Gleichung
B

A
1_ﬁ xP
vorgelegt war, weil wir ja
B
Z = xl und C=—;
Ax A«
gesetzt haben, wird
" B B? -2 +a—3 20 — 3
gy Bon Bonntac2p B ononia-3f ni2a-3p
Ax A & AT« 20 AT & 2u 3
B* —4 20 — 4 3u —4
+ M.E.TH_’X ﬁ.n+“ ,B'n—l—tx ’B+etc.
AT & 20 3 4o
oder
-2
= AN+ ATB D4 AR ra-ap
20
—I—A# 5 N n—l—zx—3,3‘n+206—3,3
20 3o

10



n—4p n n+a—4p n+20—4p n+3a—4p

A= B*.
* ® 2 3w 4
+A#B5-E-H—HX_Sﬁ-n+2“_5ﬁ-n+3&_55-n+4“_5ﬁ+etc
® 20 3x 4u 5a

sein. Umgekehrt wird also nach Vorlegen dieser Reihe ihre Summe = x" sein, wihrend
x die Wurzel dieser Gleichung

A B

1= 4=

x¢ - xP
sein wird, was sich an einigen Beispielen illustrieren lisst.

BEISPIEL 1

§12 Wir wollen « = 1 und B = 1 setzen, dass diese Gleichung vorgelegt ist

[_ALB
X x
woher x = A + B wird, also
"= (A+B)";

aber die gefundene Reihe gibt uns in diesem Fall

(A—I—B)n :An_,_EAn—lB_’_n(n_1)An—232+n(n_1)(n_2)

N 77 n—3p3
1 12 123 A"°B’ +etc,,

welches die NEwTON’scHE Entwicklung des Binoms ist, welche nun bekannt
ist wahr zu sein, welche Zahl auch immer fiir den Exponenten n angenommen
wird, ob ganzzahlig oder gebrochen, ob positiv oder negativ, oder sogar
surdisch; wohingegen in der gewohnlichen Algebra, wo diese Entwicklung
behandelt worden ist, der Exponent n notwendig eine positive ganze Zahl ist.

BEISPIEL 2

§13 Wir wollen wir zuvor & = 1 setzen, aber man nehme f = 0, sodass nun

1=245
X

ist, woher x = % wird, als logische Konsequenz

11



An
x" = A_By A"(1-B)™";

aber die Reihe, zu welcher wir gefiihrt worden sind, wird in diesem Fall

n+1)

A"(1—B) ™" = A" ¢ ?A”B + ”(12,4"32 + ete.
oder
_ n nmn+1) , nn+1)(n+2) 4
1-B)™" =1+ -B B B :
( ) +1B+ =3 + 15.3 + etc

sein, welches der Beweis desselben NEWTON’SCHEN Lehrsatzes fiir negative
Potenzen ist.

BEISPIEL 3

§14 Wir wollen A = 24 und B = b nehmen und es sei weiter « = 1 und
B = 2, dass unsere Gleichung

2
1=, b

oder xx = 2ax + b wird, woher

X=a+vaa+b

wird, nach Einsetzen welches Wertes die zuvor gefundene Reihe

(a + m)n — ongh 4+ ?2"7261”7%) + n(’f _23)
n(n—5)(n—4) ., 6 43 nn—7)(n-26)
123 2 © OVt Ta55
liefern wird, deren Giiltigkeit fiir den Fall, in dem n = 1 ist, aus der iiblichen
Entwicklung heraus bestétigt werden kann. Denn fiir n = 1 wird

2n74an74bb

2 =8,m=8p% 1 etc.

b bb b3 5p* 7b°
a-++vaa+b=2a+ 2n 233 + v + B0 etc.

sein; aber wir wissen, dass aus der gewohnlichen Auflosung

b 1-1bb 1-1-30% 1-1-3-5b*
Vaatb=a+— — _
=t T 4 T2 46 2.4.6.847

ist; wenn zu dieser a addiert wird, geht jene Reihe von oben hervor.

+ etc.

12



BEISPIEL 4
§15 Wir wollen « = 2 und = 1 nehmen, dass

A B
1= =4
XX X

oder xx = A + Bx und daher

B+ +BB+4A
2

ist; anstelle von A wollen wir aber aa schreiben und 2b anstelle von B, dass

x=b+vVbb+aa

ist, weshalb die gefundene Reihe uns

(b4 Vbb +aa)" =a" + gan_l -2b+ g : %a”_z - 4bb

n n—1 n+1

-2 2
5 g . a”_3-8b3+g-n4 ‘g'n;— a"* . 16b* + etc.

geben wird, welche auf diese Form

b+vbb+aa)" =a" + Ea”_lb + n. E51”_2bb
1 2

1
n n—1 n+1, 33 n n-2n n+2
R T B T TN B
zuriickgefiihrt wird; diese Form wird aber weiter auf diese reduziert werden

a4t + ete.

(b+ Vbb+aa)" =a" + %a"‘lb + %bb
nnn—1) , 33 nnmn—4) , 4, nmn—1)nn—-9) , 55
to s T3 V12325 ¢ 0
+nn(nn1—. ;l)(m; - 16>a”_6b6 n n(nn — 1)1(11721 — ?;(nn — 25)u”_7b7 ete,
So, wenn wir n = 1 nehmen, werden wir
bb 3 b* 3.15  p°

1
b+ Vbb+lZlZ—a+b+ﬁ;—m‘af3+m'afs—etc.

haben; wir wissen aber, dass

13



1 b 1-1 v* 1-1-3 1°
Vbtan=at o Ty A T rae

ist; wenn zu dieser b addiert wird, geht jene Reihe selbst hervor.

BEISPIEL 5
§16 Wir wollen « =1 und B = —1 nehmen, dass unsere Gleichung
A
1=—+4Bx
x
ist, woher
__1£VI-44B
- 2B

wird; daher geht also

An—‘rZBZ + 1’1(7’[ +4>(7’l + 5)

n+3n3
1-2 1-2-3 ATTB

n
(11\/33—4/13) :An+111An+1B+n(n+3)

N+ 5) (1 6)(1+7) s, 101+ 6)(n +7)(n + 8)(1+9)
1-2-3-4 1-2-3-4-5
hervor. Daher wird also, wenn wir n = 1 nehmen,

1++v1—-4AB
2B

+ A" B 1 etc.

4 5-6 6-7-8

_ 2 = 43p2 4p3 5p4
—A—I—AB—i—zAB +—2‘3AB +72.3‘4AB
7-8-9-10
4~ - ASBS .

2 3.4.5 B® +etc

sein. Es ist aber

V1—4AB=1-—2AB —2A%B> —4A3B% —2.5A%B* —etc,;

diese Reihe von der Einheit abgezogen und durch 2B geteilt liefert die gerade
gefundene Reihe.

14



SCHOLION

§17 Aber die allgemeine Reihe, welche wir oben gefunden haben, ist zuerst
vom sehr scharfsinnigen LAMBERT aus ganzen anderen Prinzipien heraus
entdeckt worden, welche Reihe sich daher auch LAMBERT’scHE Reihe nennen
lasst, weil sie mit Recht zu den aufSerordentlichen Entdeckungen dieses Herrn
zu zédhlen ist. Aber die Methode, die wir hier gebraucht haben, kann auf
viel allgemeinere Gleichungen ausgedehnt werden, wannimmer nattirlich die
vorgelegte Gleichung vier oder mehr Terme beinhaltet; es wird der Miihe
Wert sein, dies fiir den Fall von vier Termen gezeigt zu haben.

ALLGEMEINERES PROBLEM

§18 Wenn eine algebraische Gleichung von dieser Form vorgelegt war

1 _B . C
Tz 7

die Reihe zu finden, welche den Wert einer beliebigen Potenz von Z, wie Z", ausdriickt.

LOSUNG

Man multipliziere die vorgelegte Gleichung mit Z", dass man

Z"n— 7" =Bz" P Cz"
hat, und die gesuchte Potenz Z" wird sich wie zuvor als Funktion von n
ansehen lassen, welche aus mehreren Teilen bestehend so dargestellt werde,
dass
Z'=fCnt fin+ " in+ 7 n4 " n+ete

ist. Hier, weil fiir n = 0 genommen Z" = 1 werden muss, sei immer f0 n=1
aber damit die iibrigen Anteile im Fall n = 0 verschwinden, miissen die
einzelnen notwendig den Faktor n haben. Daher wird also gelten:

7 =f0(n—a) + f:(n—a) + f": (n—a) + etc,
26— 05 (1~ B) + f (1~ B) + ' (1~ ) +etc,
2 = O (nm )+ f (=) [ (=) + ete,

15



Nun setze man diese Reihen anstelle dieser Potenzen in unserer Gleichung ein,
und weil die Anteile auf der linken Seite sich von selbst aufheben, werden die
tibrigen linken Anteile den vorhergehenden Anteilen auf der rechten Seiten
gleich werden miissen, woher die folgenden Gleichungen resultieren werden:

L f in—f :(n—a)=Bf :(n—p)+Cf0 :(n—y)=B+C,
L f" in—f" i (n—a)=Bf :(n—p)+Cf :(n—7)
ML f" cn— f" :(n—a) =Bf" : (n—B) + Cf" : (n—7),
V. f" o= f": (n—a) = Bf" : (n—p) + Cf": (n—7)

etc.

§19 Wir wollen nun die oben erwihnten Lemmata zur Hilfe nehmen, aus
welchen bekannt ist, dass es sein wird wie folgt:

I. Wenn ¢ : n— ¢ : (n — ) = k war, wird gelten

_tn

pin=-

I. Wenn ¢ :n—¢:(n—a)=k(n—A) war, wird gelten
kn
n=_— —2A).
g:in=_ (n+a—2A)
II. Wenn ¢ : n — ¢ : (n —a) = k(n — A)(n + a — 3A) war, wird gelten

q):n:?;(n+a—3)\)(n+2a—3)\).

IV.Wenng:n—¢:(n—a) =k(n—A)(n+a —4A)(n+ 20 —4A) war, wird
gelten

go:n:Z—Z(n—i—oc—4A)(n+2¢x—4)\)(n—|—3zx—4)t).

16



IVWenng:n—¢:(n—a)=k(n—A)(n+a—5A)(n+2a —51)(n+2a —
5A)(n + 3a — 5A) war, wird gelten

oin— ?;(n+a—SA)(n—I—Z«x—5A)(n+3a—5)»)(n+4tx—5)\).
und so weiter

§20 Mithilfe dieser Lemmata finden wir aus der ersten Gleichung, wo fiir
das erste Lemma k = B + C ist,

Bn Cn
:7—*—7'

7

fin

daher wird also fiir die zweite Gleichung

44 L4

I _ n_ﬁ n_ﬁ
Bf': (n—B) = B — +BC—

und

Cf': (n—n) = 2L 4 Bc=—T

also die

Summe =

B30 =p) | 28C (, B4, €y

sein; weil diese Formel aus drei Teilen besteht, miissen die einzelnen mit
dem zweiten Lemma zusammengefiihrt werden und fiir den ersten Teil wird
k= % und A = f sein, fiir den zweiten Teil ist k = % und A = ’%77, fiir den
dritten Teil ist k = % und A = 1, woher aus allen zusammengenommen

BB 2BC CcC
f":n:@n(n—l—a—Zﬁ)—l—ﬁn(n—i—a—ﬁ—'y)%—ﬁn(n—i—a—}y)

berechnet wird.

§21 Wir wollen nun zur dritten Gleichung voranschreiten und werden fiir
ihre rechte Seite haben

17



B? 2BBC

Bf": (n— ) = ooy (n— B)(n+a—3) + 0 (n—B)(n+a—26—7)
+o (=Bt a—p-27)
3
Cf" (=) = 5z (n =)0+ = 37) + Do (=) (n 2~ 26— 7)
2BCC

+Tx2(”—7)(”+“—,3—27)/

Summe:gi(n—ﬁ)(n+a_3ﬁ)+3BBC(n+(X_2’B_’Y) (n_zlerv)

202 3
3BCC B+2y\ . C ‘
o po) (= BE ) 4 B ) - 30

weil diese aus vier mit dem dritten Lemma zusammenzufiihrenden Teilen

besteht, wird fiir den ersten Teil k = % und A = B, fiir den zweiten Teil
wird k = % und A = Zﬁ% sein, fiir den dritten Teil ist hingegen k = 3gaczc

und A = @, schlief3lich ist fiir den vierten Teil k = % und A = 7, nach

Bemerken von welchen die gesuchte Funktion f” ebenso aus vier Teilen
bestehen wird, welche sind:

3

i = % n(n+a—3B)(n+2x—3p)

3BBC

o nn+a—2p—7)(n+2a—2p—1)
3BCC
Wn(n—i—a—ﬁ—z'y)(n%—Za—/%—Z'y)

C3

~ - 20 — 3).
+ e n(n+a —3vy)(n+2a —37)

§22 Wir wollen in gleicher Weise die vierte Gleichung behandeln und aus
dem gefundenen Wert werden wir haben
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4
Bf" (=)= g (n—B)(n+a—46)(n+20—4p)

3
+ 205 (= B)(n+ =3 —7)(n+ 20— 36— )
+ 3§;C2(n—ﬁ)(n+uc—25—27)(n+2(x—2,8—2fy)
BC3

o (n=pB)(n+a—p—37)(n+2—p—37)

1" B3C
Cf" i (n=7) = o5 (1=7)(n+ux—3p—7)(n+2a—36—1)

202
20 0= ) (&~ 2B~ 29) (4 20— 28~ 2)
3
363“(;(n—fy)(n+uc—ﬁ—3’y)(n+21x—,3—3’¥)
C4
+ o3 (n—2)(n+a—4y)(n+2a —4y)

Nach Sammeln dieser Terme wird der Wert der Formel

Bf": (n—=p)+Cf": (n—1)

aus den folgenden fiinf Teilen bestehen
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B4
(n—B)(n+a—4p)(n +2a —4p)

6a3
N 45;5 (n_g’ﬁ:”) (n+a—3—7)(n+20—38—17)
+6§Z§2<n—5;7> (n+a—2p—27)(n +20 — 28 —27)
+ 42;3 (n—ﬁtfv) (n+a—p=3y)(n+20—p—37)
+ 5; (n—7)(n+a—4dy)(n+20 —4y).

§23 Weil ja also die gesuchte Funktion fIV : n aus fiinf Teilen zusammenge-

setzt wird, miissen sie mit dem vierten Lemma verglichen werden und fiir

den ersten Teil wird k = % und A = B sein, fiir den zweiten Teil ist k = 45:3(:

und A = 3/%%, fiir den dritten k = 622? und A = IHTW, fur den vierten Teil
4

istk = 45533 und A = ﬁf%, schlieSlich wird fiir den flinften Teil k = 6% und

A = 7 sein; daher wird man Sammeln aller Terme finden:

B4

Vin= mn(n—Mc—4[%)(71+20c—4ﬁ)(n+30¢—4[5)
4B3C
+ Spr e =38 —7)(n+2a =3 —7)(n+3x =36 —17)
6B>C?
+ gt e =2 —29)(n + 20— 28 = 27)(n + 3a =26 — 27)
4BC?®
+ S Mnta—B=37)(n+20—p—37)(n+3x—p—37)
C4
+ Wn(n+u¢—4fy)(n+2a—4'y)(n—l—3«x—47).

§24 Es wire iiberfliissig, diese Rechnungen weiter zu verfolgen, weil ja
aus dem bereits Gezeigten schon sicher geschlossen werden kann, dass die
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folgende Funktion fV : n diesen Wert haben wird:

5
Vin= %n(n+uc—5ﬁ)(n+2a—55)(n+3(x_55)(n+4“_5‘3)
5B4C
+ o0 Mt e —4B—7)(n+ 20 —4p — ) (n +3a —4p —7)(n + 4 — 45 —7)
10B3C?
o5 M+ =3 —2y)(n+20 =3 —2v)(n +3a — 3 — 27)(n + 40 — 3 — 27)
10B2C8
+ o5 M1 & =28 =37)(n + 20 =28 = 37)(n + 3x — 2 — 37) (n + 4 — 2B — 37)
5BC*
+ opes Mt a—p—4y)(n+2a—p—dy)(n+3n—p—4y)(n+da—p—47)
CS
+ g5 M+ a—=57)(n+ 20— 57)(n + 3 — 57)(n + 4a — 57),

woher die Bildungsweise aller folgenden Funktionen hinreichend deutlich
erkannt wird.

§25 Wenn also all diese Werte, welche wir fiir die Funktionen f" : n, f : n,
f"": n etc. gefunden haben, zu einer Summe gesammelt werden und wegen
f° : n = 1 die Einheit vorangestellt wird, wird man die gewiinschte Reihe
erhalten, welche natiirlich den Wert der Potenz Z" ausdriickt, und daher ist
es nicht notig, dass wir all diese Funktionen hier erneut gesammelt darstellen.

KOROLLAR

§25a Also bestehen diese Reihen aus unendlich vielen Term, in denen alle
moglichen Kombinationen der Buchstaben B und C auftreten. Ja, sogar fiir
eine beliebige Kombination, welche BYC® sei, wird im Allgemeinen der sie
beinhaltende Term angegeben werden konnen. Denn zuerst werde diese Form
mit der Anzahl aller Kombinationen multipliziert; wenn dieser, nachdem der
Kiirze wegen b + c = i gesetzt worden ist, mit dem Buchstaben N bezeichnet
wird, wird er, wie bekannt ist, N = % sein; weiter, wenn wir b + ¢y
setzen, wird der dieser Form entsprechende Term
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Lbccn(n—l—a—9)(n+2a—9)(n+3uc—9) (n+(i—1)a—0)
1-2-3---ial

sein. Wie beispielsweise, wenn die Form B3C? vorgelegt war, wird i = 5 und

daher N = %:iﬁg:‘fg = 10 sein, dann wird aber 6 = 3 + 27 sein und so wird

der Term dieser Form selbst

10B3C?

~ooes @ =3B —27)(n+20 =36 —27)(n+3a — 36— 27)(n+4a — 36 —27)

sein, genauso wie er oben dargeboten worden ist.

SCHOLION

§26 Dabher ist schon im Uberfluss klar, wenn die vorgelegte Gleichung aus
noch mehr Termen besteht und diese Form hat
1 B C D E
—ﬁ:ﬁ‘l‘ﬁ‘*'ﬁ‘F?—‘—etC.,

dass dann mithilfe derselben Methode die unendliche Reihe ausfindig ge-
macht werden kann, welche den Wert der Potenz Z" ausdriickt; denn diese
Reihe, beginnend mit der Einheit, wird unendlich viele Terme gebildet aus
vollkommen allen Kombinationen der Buchstaben B, C, D, E etc. beinhalten.
Wenn ndmlich im Allgemeinen diese Kombination BPCeDAE® vorgelegt wird,
setze man zuerst b + ¢ + d + e = i und suche die Zahl N, dass

1-2.3.4...4
1.2.3...p-1-2-3---¢c-1-2-3---d-1-2-3---¢
ist, und es sei der Kiirze wegen 1-2-3-4---i = I; der erste Faktor dieses
Terms wird

N =

NBPCeD?E®
It
sein, auflerdem sind aber die den Exponenten n involvierenden Faktoren
hinzuzufiigen, fiir das Finden von welchen man

bp+cy+dé+ee =10
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setze, und diese an der Zahl i Faktoren werden
nn+a—0)(n+2a—0)(n+3a—0)---(n+(i—1)a —0)
sein, sodass der ganze Term

NBtCeDAEe

7" nn+a—0)(n+2a—0)(n+3a—0)---(n+(i—1)a—10)

ist. Deswegen scheint beziiglich Beschaffenheit dieser hochst merkwiirdigen
Reihen, welche ich vor einiger Zeit in Buch XV. der Novorum COMMEN-
TARIORUM genauer, aber ohne Beweis beschrieben habe, nichts weiter zu
wiinschen tibrig.
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